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1. De vraag Wt.lk0 gctall m tc schrijVt:n zijn als de som van 
tw:=.:e of vier kwadrc1t(,n van g2hel8 ge:talL.n is ree:ds oucl. (Zi(: Dick-
son [2].) Volgens sommige historici gaat d\;; geschiedenis t2rug tot 
Diophantus van Alcxandrir (+ 250). Wcl is hat zeker dat in het b8-
r-• gln van de 17 - e:euw dl:Ze problt,mcm d" aandacht hE':.:bben van de matht;-
matici. Uit die tijd stamm8n dt.: volg,...:nd(:; stellingen, toen nog als 
vermot::d0-ns geopperd: 
StL:lling 1. Een natuurlijk getal n= TTpt1 is dan :...:n slechts dan te 
schrijVl,n als d<:1 som van twcu kwadrat2n van gehele g0talh:n, als ot1 
even is voor 0lke 1, waarvoor p1e 3 (mod 4). 
Stelling 2. Elk natuurlijk g(;;tal is t(-. schrijven als de som van vi<:::r 
kwadratcn van gehel2 getallen. 
Tot degtn0n di0 deze stellingen formuleerdcn bGhoort Albert 
Girard (1635), Gen leerling van Simon Stwvin. 
Pas in de 18° ceuw gelukt2 hut d0z0 st~lling~n to bewijzen. 
Na vele V8rg€efsc pogingen golukt~ hot aan Eul8r (1749) stelling I 
te buwijzen. Naderhand volgdc Lagrange (1770) met hut buwijs van 
stelling II. Van de Ve- le bewij Zt:'n d ic in la t.=:re: ti jd gegl;VE:n zi jn 
willcn we er 8en in dezc voordracht b2sprekon. 
2. He t is n :tut moc ilijk om in te zic.;n, da t niet ioder get a 1 
te schrijvcn is als dG som van twoe kwadraten. Het kwadraat van cen 
even getal is 0en viorvoud en het kwadraat van een oneven getal is 
een vic:rvoud VI, zodat de som van tW8l] kwadraten geen viervoud +3 
kan zijn. 
l Om v<::::rder tE.: komc:n 1,~iden we eerst een hulpstc,lling af uit de 
ltheorie van a~ kwadraatrestan, waarvan vooreerst slechts een h~lft 
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benut wordt. 
Hulpstelling 1. De congruentie x2+1 == 0 (mod p) is voor 
oneven p dan en slechts dan oplosbaar, als p s1 (mod 4~.!'1 
Bewijs: Stel a2+1E;0 (mod p). Dan is pfa en aP- 1 E(-1)~ (mod p). 
· D-1 ( ) £::1 Volgens de stellinc; van Fermat is oolc a· e 1 mod p • Dus is 2 
even, of p = 1 ( mod 4). Dat omgekeerd x 2+1 s O ( mod p) voor p ==- 1 ( mod 4) 
een oplossing bezit 1 leiden we af uit de stelling van WilsonJ die 
leert dat voor elk priemgetal celdt 
(p-1)! s -1(mod p). 
Verminderen we in het linker lid de fnctoren ·J(p+1), .. •Jp-1 met P1 
dan vinden we 
2-::.:l 
(-1) 2 
waaruit volgt dat (P~1)! een oplossins is. 
C. 
We tonen nu aan dat de in stellinG 1 cenoemde voorwaarden 
nodig is. Stel dat geldt 
2 2 
n ::::: a +b , 
met gehele a en b. Stel verder p/n en p s 3(mod 4). Dan is 
2 ') 
a + b c.. E O ( mod p ) . 
Is p/a, dan kunnen we een c;eheel 2~etal c bepalen 2 zodat ac 2 1 (mod p). 
Blijkbaar is dan dus ook 
1 + (be) 2 =-= 0 ( mod p), 
hetgeen volgens hulpstellinr.; 1 onmogelijk is. Dus p/a. Evenzo p/b. 
Dus p2 /n. Op 
-2 ( -1)2 -1)2 np = ap - + bp 
kan nu dezelfde redenering warden toegepast. Zo doorgaande blijkt, 
dat de exacte macht van p, die op n deelbaar is, even is. 
3. Bij de bewijzen van de stelling 1 en 2 kan men in de 
leerboeken der elementaire cetallentheorie in de regel drie stappen 
onderscheiden. 




blijkt dat het voldoende is stellinG 1 te bewijzen voor de priem-
e;etallen =1 (mod 4) en stellinZ, 2 voor de oneven priemgetallen. 
In de tweede stap warden dan respectievelijk de vol3ende 
lemma's bewezen: 
1. Als pss1 (mod 4) bestaat er een positief veelvoud van p, dat 
gelijk is aan de som van hiee kviadraten. 
2. Als p oneven is bestaat er een positief veelvoud van p, dat 
celijk is aan de som van vier kwadraten. 
In de derde stap wordt tenslotte aangetoond, dat het mogelijk 
is het Genoemde veelvoud van p c;elijk aan p te nemen. 
Uiteraard komen varianten op deze crond0edachte voor. Zo kan 
reeds in de tweede stap getracht warden het betrokken veelvoud klein 
te houden, zodat de derde stap minder moeite kost, soms zelfs geheel 
overbodiG wordt. Zo cebruikt T. Narell [4] een hulpstelling van 
Axel Thue (1917)-1\rnold Scholz (1920), die \,1e de volgende vorm geven: 
Hulpstelling 2. Stel sent zijn posH;ieve getallen, a is een 
c;eheel en m een natuurlijl<: getal, terwijl st> m. Er bestaan dan 
twee c;ehele getallen x en y, niet beide 0, zodat 
x :':; ay (mod m), 
lxl <sen !YI< t. 
Het verband van deze hulpstelling en stelling 1 blijkt als 
volgt: Voor m nemen we het priemgetal waarvoor de stellin[!; bewezen 
zal wo'rden. Voor a een der oplossingen van x2 +'1 = 0 (mod p). 
Verder s = t = [Vp1]+ 1. \'le vinden dus ::_i;ehele x en y, niet beide O, 
met 
x = ay ( mod p ) ., 
lxl < \/pen jyj < \/p. 
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Deze voldoen dus ook aan 
2 ') ( x +y~ e O mod p) 
en 2 2 0 < X +y < 2p. 
2 r) Dit houdt echter in x-+y~ - p. 
In dit bewijs lukt het dus zelfs de derde stap geheel te 
ontgaan. 
Van de hulpstelling van Thue bestaat een generalisatieJ 
afkomstig van Brauer-Reynolds, die het moselijk maakt oak in het 
geval van stellinc 2 het bewijs te bekorten. Zie LeVeque [3], 
In onze toepassin-::r, van hulpstellin3; 2 treedt de puntverzamelinQ 
op. De speciale vorm, een vierkant met (0,0) tot middelpunt en 
zijden evenwijdig aan de coordinaatassen is voor ans niet essentieel. 
Van belang is slechtsJ dat eruit vol3t 
2 2 
X +y < 2p, 
Het is evenwel mogelijk zich meteen te baseren op deze laatste 
verzame,linc; en daar het bewijs te brenc;en, Daartoe gaan we eerst 
enkele stellin~en uit de meetkunde der getallen afleiden. 
4. Als uitgangspunt nemen we de volc;ende stellin3 van 
Minkowski (1896): 
Stelling 3. Elke beGrensde convexe verzameling S van de 
n-dimensionale euclidische ruimte R, met middelpunt in de oorspron~ 
n 
en inhoud > 2n, bevat behalve de oorspron3 noc minstens ~~n ander 
punt met c;ehele coordinaten. 
Bewijs: Stel S bevat geen ander punt met gehele coordinaten. 
Laat s0 de verzameling zijn die uit ,S ontstaat door vermenigvuldi-
:.:;inc; met} vanuit O. Laat Sp de verzameling zijn die uit s0 ont-
staat door de verschuivingJ die O in P doet overgaan. Hierbij 1s P 
een punt met rr,ehele coordinaten. 
\ve tonen nu eerst aan, dat de verzamelingen SP disj.unct zijn. 
Hadden twee van deze verzamelingen een punt 2:emeen, dan zou wegens 
de regelmaat van de verdelinc;, s0 een punt gemeen hebben met b-Ljv. 
SQ. Laat dit gemeenschappelijke punt X zijn. Voltooi nu het paral-
lelogram OXQY en laat X' het spiegelpunt zijn van Y t.o.v. O. 
, ' 
..._ ....... /~, 
1,,,1 ' ' I:: ,_) J 
ve 1"1 ::: :1 rte· l ::,, r1 s 3 0 " rie t v ::J 1 LJ.r1t~ \t ~.'.'> --: ,. ·:~er:.-; t 
.l 
en twee van die ver-





L:J, 1iun aantal 1::- h'" €·n hu:1 totale 
,., 
'•'"H D l~ V ij 2 lift binnen een kub:1s 
-k~xi <N+k (1 "' ·1, ..• ,n):, 
1•!aarin k een constant.e voorstelt '.Jepaald door de begrensde afme-
tin3en VMn s. Ver~eltjken we de inhouden, dan vindan we 
1.en we hiertn beide 1.eden '· i 1 )1·J ,, ,,ir: '"'· n •" .._. ~ ii,, J., ..... ot co, 
bei·~'iJs 1./c)ltoot.cl. 
s1n~uliere lineaire transfarm8tLe 
De bc➔ eld0anten (11 ··) v.,~ .. 1n de r"·,,·•·cir1 (.. · ) '"P''l" ···e 11e 1 "• t-"' J -·1 ;l ® .. " ' .Yr~ . c-· 1.A ..... l,.., t., .. .' /\ -··1 _, ., " I+ '\ .t-.. :r1 . ~ ! ._, ,., !, L., " . ',. r,;:;; 
coordi.naten noemen t'JC 1•c)osterpu:1ten, :;ie ~it,ellen det o.:il{ \ "' ,'..':., 
de determinant van !let r,s,o:3ter. f.Ls cle ver::::ameUn:::; :.3 overgaat tn 'l'; 
is rl' opni.euw convex en synmetr1s en om3ekeerd. Verder is 
V('r) - JI' ,,.J·dy1···dy,.,. = 
• fl\ 1' 
,l 
c,jr ,, . (ct;;c ...... dx"" -- t:iV ( S) • 
S } I •• 
We kunnen dus de volgende stellin:.1 uitspreken: 
Stellin0 1L Is Reen rooster gel~gen in Rn me·c determinant 6. 
en 1' een convexe ver,.;;ame ling met midde 1.p1.1nt in de oorsprong O en 
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inhoud > 2n.6, dan bevat T be halve O noes minstens een roosterpunt. 
5. Bij onze toe9assin3en van stellin~ 4 maken we cebruik van 
Speciale roosters. Deze leiden ,·1e in met de volgende stellin3. 
Stellin~ 5. Stel rJ n en m1 , .. •Jmr ziJn natuurlijke 3etallen 
en aik is voor i = 1J ·••Jr, k = 1, ... ,n een ~eheel 3etal. De op-
lossingen (x 1 , ... ,xn) van het stelsel con:ruenties 
n 
~--
L_ a i kx k s O ( mod ml. ) ( i ::--= 1 , .•• , r ) 
k=1 
vormen een rooster met determinanc oc m m ~ 1··· r· 
Bewijs: Zij eerst r = 1. Het ~aat nu om de oplossingen van 
+ a x ==: 0 ( mod m) • 
n n 
Stel a.= da,1 (i = 1, ... ,r) en rn = elm', 1Naarin d = (a,1, •.• ,an;m). ]_ 1. 
Voor de conc;ruentie laat zich nu scl11°ijven 
·1 ' x + + a I x s.: 0 ( mod m' ) • c1'1 ... nn 
Minstens een der coefficienten a11 , ••• 2 a 1 hee:Ct nu met ri1 1 geen n 
factor> 1 gemeen. Laat dit a~ zijn. , ls b zo cekozen wordt, dat 
a~b ~ 1 (mod m), zijn de oplossin~en van onze coniruentie 
- a'by 
n n 
Dit 1s een rooster- met determinant m1 ~ m. Met volledige inductie 
naar r laat zich het bevvijf::\ ?emakl{elijl{ voltooien als r > 1. 
De hulpstellin~, van 'I'lme-Scholz kunnen we nu als vol_;t bewijzen: 
De oplossin;5ien van x = ay (mod m) vort:K➔ n een rooster met determinant 
,;;m. De verzamelin;:, lx/<s,ly/ <t :Ls convex 2 heeft O tot nnddelpunt 
G 
en zijn inhoud == 4st > 2cm. De bewerin::; volc;t nu uit stellinc; 4. 
6. Met de thans ontwikkelde hulpmiddelen geven we nu een 
bewijs van de stellin~en 1 en 2, waarbij de eerste stap een trivia-
liteit wordt en de derde stop overbodic wordt. 
Bewijs van stellinc~ 1. Het is voldoende de stellinc; te bewijzen 
voor de natuurlijke cetallen, die niet deelbaar zijn door een kwa-
2 2 2 2 2 draat ), 1. Uit n = x +y vo 10 t immers nn1 = (xn1 ) + ( yn1 ) . 
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Stel nun= p1 ... pr, dan weten we p1 f 3 (mod 4), Er bestaan 
dan sehele c;etallen a 1 , zodc1t 
? 
a1 + 1 = O ( mod pi) ( i = 1 , ••• , r) . 
Voor p 1 = 1 (mod 4) volst dit uit hulpstelling 1 en voor p1 = 2 
voldoet a. = 1. 
l 
We passen nu stellinc 4 toe op het rooster 
Hiervan is de determinant 6 ~ n. Voor T nemen we de cirk:el 
2 2 ~. 
Y- + V < L'.11. 
Hiervan is het volume V = 2'TTn 2 > 2 . Er lict dus in Teen rooster-
punt (x,y) / (0,0). Hiervoor 3eldt 
x 2 + y 2 =- ( a i + 1 ) y 2 ,s. O ( mod p 1 ) ( i = 1 ; . • • , r ) , 
dus zelfs x 2 + y2 = 0 (mod n). 
Omdat ook 2 2 0 < X +y < 2n, 
is 2 2 X + y = n. 
Alvorens stelling 2 te bewijzen een hulpstellini. 
Hulpstellinfj 3. Bij elk priem3etal p zijn twee 0ehele 
r,•etallen ·.:1 en b te vinden, zodat ~ p p -
a~ + b~ + 1 = 0 ( mod p). 
Bewijs: Voor p = 2 voldoen a 0 = 1 en bp = O. Is p oneven, dan 
beschouwen we de tweemaal l(p+1) ~~tallen 
(0~h~:\(p-1)), 
(0~k~}(p-1)). 
Van elke rij behoren de 3etallen tot verschillende restklassen 
2 r· 
modulo p, want uit h1 a: h~ (mod p) volgt hier h1 = h2 (mod p). 
Tezamen staan er p+1 ~etallen. Minstens een der 3etallen van de 
eerste rij is dus congruent met een der :::;etal len v2.n de tweede rij. 
Hieruit vol~t het bestaan van a en b . p p 
Bewijs van stellin~ 2. Wederom kunnen we ans beperken tot het 
geval dat n niet deelbaar is door een kwadraat > 1. Zij n = p1 ..• pr. 
We passen stelling 4 toe op het rooster: 
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(i = 1, ... ,r) 
Hi~rvan is de determinant 6 ~ 
bol 
2 
n . Voor T nemen we de vierdimensionale 
2 2 2 2 
x 1 + x2 + x3 + x4 < 2n. 
Hiervan is de inhoud V = ½n2 (2n) 2 = 2n2n2 > 24n2 ~ 246. 
We vinden dus het bestaan van een roosterpunt (x 1,x2 ,x3,x4) f 
(0,0,0,0) met 
2 2 2 2 (a 0 .+b ,+1)(x3+x4) - 0 (mod p1 ) 
'l pl 
(i = 1, ... ,r), 
dus zelfs 
( mod n) . 
Omdat ook 
is 
Bovenstaand bewijs komt voor bij Cassels [1], die het ontleent 
aan een voordracht van Davenport (1947), Dezelfde grond0edachte is 
evenwel reeds aanwezi3 in een bewijs van Hermite (1853). 
7. Het li~t voor de hand na te gaan water gebeurt als men 
zich baseert op een willekeurige positief definiete kwadratische 
2 + b 2 · 1 t 2 2 M . dt d d vorm ax xy + cy, 1n p aa-s van op x + y . en v1n an e 
volgende stellin8: 
Stellin3 6. Stel ax2 + bxy + cy2 is een positief definiete 
kviadratische vorm met c~ehele coefficienten. Stel verder dat n 
behoudens een kwadratische factor ~elijk is aan het product van de 
priem3etallen p1 , ... ,pr en dat de congruentie 
x2 + 4ac - b2 -= 0 (mod 4p1 ... pr) 
oplossingen bezit. Dan bestaan er Gehele x en yen een natuurlijk 
getal A, met 
ax2 + bxy + _s;_y_ 2 = An 
. 2 \~ 2 I 1 ~ A , :j=r V4ac -b • 
Het speciale geval a= b = c = 1 geeft het volgende resultaat. 
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Stelling 7. Elk natuurlijk getal, dat behoudens een kwadra-
tische factor te schrijven is als het product van 3 en/of priem-
getallen p s 1 (mod 6) is te schrijven in de gedaante x2 + xy + y2 . 
Op grand van de theorie van de definiete kwadratische vormen 
is evenwel ook geen algemeen c;eldic; resultaat met ),= 1 te ver-
wac hten. Onze methode gee ft we l be tere 3;renzen voor )\ dan de hulp-
s te 11 ing van Thue-Scholz, maar anderzijds verdient vermelding dat 
oak scherpere grenzen bekend zijn. 
Tot slot noemen we no:::; twee s te 11 ingen w aarb ij bovengenoemde 
methode van dienst kan zijn. 
Stelling 8. Als a1 ,a2 en a3 natuurlijke getallen zijn, die 
niet deelbaar zijn door een kwadraat >1, paarsgewijs 3een factor 
gemeen hebben en waarvoor elk der congruenties 
2 2 2 ( x + a2 a3 s O (mod a 1), x + a1 a3 ~ 0 (mod a2 L x + a1 a2 -- 0 mod a3 ) 
oplossingen bezittenJ heeft de verc;elijking 
2 2 2 
a1x1 + a2x2 + a3x3 = a1a2a3 
een oplossing in gehele 3etallen x1 ,x2 ,x3 . 
Stelling 9. Als a1 Ja2 en a3 gehele getallen f O zijn, die 
niet alle hetzelfde teken hebben, niet deelbaar zijn door een 
kw adraat > 1 en paarsc;ewi j s c;een factor c;emeen hebben, is nod ig 
en voldoende opdat de vergelijking 
2 2 2 
a1x 1 + a2x2 + a3x 3 = 0 
een oplossinc in gehele Jetallen (x 1 ,x2 ,x3 ) I (0,0,0) bezit, dat 
elk der congruenties 
oplossin~en bezitten. 
Deze laatste ei~enschap is van Legendre (1785), Er bestaat 
een uitGebreide literatuur over (zie Dickson [2]). Het hier bedoelde 
bewijs is te vinden in Cassels [1], 
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